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Capitolo 1
Introduzione.
Lo scopo di questa tesi consiste nel mettere in evidenza, attraverso lo sviluppo
di un modello matematico, l'importanza che ha nei plasmi un campo di velocitá
iniziale V0(ﬂusso). L'interesse per un tale problema trova una duplice giustiﬁ-
cazione. La prima deriva dal fatto che al livello puramente teorico, sono ancora
pochi i lavori svolti in letteratura, anche a causa delle complessitá del modello
ﬁsico e della diﬃcoltá nelconfrontare i risultati teorici, con quelli osservati speri-
mentalmente. Infatti in condizioni reali di tipo astroﬁsico non abbiamo in genere
nessuna informazione e nessun controllo sulla dinamica di un fenomeno quale
per esempio i Flares o CME (getti di massa coronale). La seconda riguarda il va-
sto interesse per le problematiche riguardanti i fenomeni d'interazione tra Vento
Solare e Magnetosfera terrestre per le quali esistono dati ben piú precisi ottenu-
ti in loco dai satelliti. Quest'ultima problematica trova particolare attenzione
da parte dei ﬁsici del plasma, interessati alla comprensione di alcuni processi
legati al trasporto di massa, momento ed energia all'interno della Magnetosfera
terrestre per mezzo del Vento Solare. A riguardo gli articoli [15], [16] tentano
un possibile inquadramento del problema riguardante le rilevazioni di satelliti,
in una particolare regione della Magnetosfera, chiamata LLBL (Low Latitudine
Boundary Layers), dove si ha un plasma in cui sono contemporaneamente pre-
senti sia ioni poco energetici che altamente energetici. Anticipiamo già da ora
che il meccanismo che guida alla contemporanea presenza tale mescolamento
(mixing), è ancora sotto dibattito da parte dei ﬁsici del plasma.
Il fenomeno di mixing trova un interessante sviluppo negli articoli preceden-
temente citati, per cui passiamo ad illustrarne gli aspetti. La problematica del
mixing viene riassunta nella regione LLBL della Magnetosfera come un duplice
processo: il primo prende in considerazione la possibilità di avere un campo ma-
gnetico ortogonale al campo disomogeneo di velocità. L'altro di avere un campo
magnetico nel piano del campo disomogeneo di velicità. Ora ogni volta che par-
liamo di proﬁli nel campo di velocità disomogenei, ci aspettiamo, in generale, la
formazione di una importante instabilità ﬁsica di nome Kelvin-Helmholtz (KH)
(vedi [7]) . Proprio grazie a quest'ultima si hanno per entrambi i processi sopra
indicati formazioni di KH che inducono nel sistema generazione di vortici. Tale
meccanismo conduce però a due diﬀerenti meccanismi di mixing. Nel primo,
in cui il campo magnetico è ortogonale al campo di velocità, il mescolamento
avviene, all'interno di una trattazione ﬂuida del plasma per mezzo di riconnes-
sione fra le linee di vorticità deﬁnite dalla relazione vettoriale Ω = ∇×V ovvero
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a causa di vortici sviluppati dall' instabilitá di KH. Per avere un'immagine di
tale processo basta pensare ad una tazza di cioccolato in cui viene versata della
crema e subito dopo mescolato il tutto. Il risultato, un'ottima crema di cioc-
colato. Nell'altro caso, in cui il campo mangetico giace nel piano del campo di
velocità, abbiamo: primo che la KH inizia a trovare una resistenza nella forma-
zione di strutture vorticose, questo perchè le linee di campo magnetico creano
una tensione (vedi [7]). Secondo, quando si avvia la KH e si formano i vortici,
parti spaziali diﬀerrenti di plasma possono essere notevolmente avvicinate. Ciò
permette la formazione di bruschi gradienti di campo magnetico, che hanno la
tendenza a riconnettersi attraverso il tearing (TM), un'altra peculiare instabilità
dei plasmi resistivi, modiﬁcando la topologia delle linee magnetiche, generando
isole magnetiche.
In questo processo il mescolamento può avvenire perché, particelle apparte-
nenti a tubi di ﬂusso diversi, hanno la possibilità d'essere conﬁnati dentro una
medesima isola magnetica. L'evidenze di quanto esposto sono state riportate in
numerosi studi vedi [25], [26], [27], [28].
7Figura 1.1: Campi megnetici e di velocità in un vortice formato dalla KH.
L'immagine è stata presa da una simulazione 2D eseguita da Katariina Nykyri
dell'università dell'Alaska Fairbanks nella tesi di dottorato
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Capitolo 2
MHD Ideale.
Ogni fenomeno ﬁsico trova spiegazione all'interno di un modello che oltre a darne
una descrizione, pone in risalto i suoi limiti di validitá. Per questo non sempre
i risultati che otteniamo sono validi, se non all'interno di un intervallo di para-
metri per i quali le equazioni usate sono corrette. Torneremo su questo punto
fondamentale piú avanti con un calcolo esplicito. L'intervallo dei parametri in
cui ci porremo sará quello dell'approssimazione magnetoidrodinamica (MHD).
Sebbene la descrizione piú completa della dinamica di un plasma si abbia col
modello cinetico, quello magnetoidrodinamico, che da questo deriva, consente di
trattare l'evoluzione temporale direttamente da un punto di vista macroscopico;
nel nostro caso useremo il modello MHD che ha il pregio di essere matemati-
camente piú maneggevole dell'equazioni cinetiche, anche se dovremmo stare
attenti al suo limite di validitá.
2.1 Approssimazioni MHD.
In molti casi é possibile descrivere un plasma come un unico ﬂuido, condutto-
re e sensibile all'azione del campo magnetico. Nell'ambito della MHD non si
considerano processi caratterizzati da tempi rapidi e piccole scale, che inducono
violazione della quasi-neutralitá (separazione carica).
Andiamo adesso ad indicare quali sono gl'ingredienti fondamentali che per-
mettono di vedere il plasma come un ﬂuido:
• Scale di Lunghezza:
A diﬀerenza di un ﬂuido, composto da molecole neutre all'ordine zero nello
sviluppo multipolare, il plasma, nel piú semplice dei casi, viene caratteriz-
zato dalla coesistenza di due specie cariche, ioni ed elettorni, che intera-
giscono coulombianamente. In questo sistema le forze dominanti sono di
tipo elettromagnetico. Lo studio che condurremo in questa tesi, considera
campi magnetici agenti su tale sistema di cariche (plasma magnetizzato).
Quest'ultimo fatto si manifesta sul moto delle cariche attraverso orbite di
conﬁnamento attorno alle linee di campo magnetico, dove lo scostamento
trasversale da quest'ultime, risulta essere dell'ordine del Raggio di Larmor,
indicato brevemente per le due specie come (ρLi, ρLe). L'approssimazione
MHD suppone che scale di lunghezza delle variabili macroscopiche, campi
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magnetici, campo elettrico, velocitá ﬂuida, densitá di massa, pressione,
(B, E, V, ρ, P) variano su lunghezze scala caraatteristiche (L) in modo
tale che:
LÀ ρLi, ρLe
Un'altra condizione proviene dal fatto che non si apprezza separazione di
carica su scale L, matematicamente dicendo:
L¿ λD
dove λD indica la lunghezza di Debye (per una sua deﬁnizioni vedi [2]).
• Scale Temporali :
Indicano i tempi caratteristici su cui le variabili macroscopiche, quali cam-
po magnetico, elettrico, velocit1á ﬂuida, densitá di materia evolvono. Le
frequenze ω che andremo a considerare, aﬃnché sia valido il modello MHD
sono:
ω ¿ Ωci,Ωce (2.1)
ω ¿ ωpi, ωpe (2.2)
dove, Ωci,Ωce indica la frequenza di ciclotrone associata rispettivamente a
ioni ed elettroni, dovuta all'azione del campo magnetico, mentre ωpi, ωpe
indicano le frequenze di oscillazione collettiva (vedi [2]) associata a ioni ed
elettroni.
La 2.1 ﬁsicamente dice che il moto di girazione delle cariche nel campo
magnetico non contribuisce alla velocitá ﬂuida del plasma. La 2.2 discende
dalla quasi neutralitá e dall'esclusione della corrente di spostamenteo nella
equazione di Ampere. Ció implica restrizione a fenomeni non relativistici
(vedi [1]) del plasma:
V ¿ c
L'idea ﬁsica é che andiamo a prendere fenomeni che coinvolgono il moto io-
nico ed elettronico allo stesso modo, nel senso che non inducono separazioni
di carica o equivalentemente, comportamenti collettivi diﬀerenti.
2.2 Equazioni MHD Ideale.
L' equazioni che descrivono la dinamica del nostro ﬂuido conduttore, sono
rappresentate da:
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Eq. di Eulero:
ρ
(
∂
∂t
+ (V · ∇)
)
V = −∇ ·Π↔ + J×B
c
.
Eq. di Continuitá:
∂ρ
∂t
+∇ · (ρV) = 0.
Legge di Faraday:
∂B
∂t
= −c∇×E.
Ampere:
∇×B = 4pi
c
J.
Legge di Ohm:
E+ V
c
×B = Φ²(V, B, J, ∇P ).
(2.3)
Dove
↔
Π indica il tensore di pressione nelle diverse direzioni (per una sua
precisa deﬁnizione rimandiamo a [2]), che nel seguito porremo e giustiﬁcheremo
essere ∇· ↔Π' ·P , B é il campo magnetico, E il campo elettrico, V la velocitá
ﬂuida, ρ la densitá di massa, J la densitá di corrente. Per quanto riguarda Φ²,
rappresenta i diversi contributi non ideali dell'eq. di Ohm. La storia non ﬁnisce
qui, infatti, come riportato nella tesi del Del Sarto [3], si ha la necessitá di
introdurre una chiusura sull'equazioni dei momenti ﬂuidi. Quest'ultimo fatto,
costituisce una delle principali diﬃcoltá con cui il nostro modello deve fare i
conti. Tipicamente si usano le seguenti chiusure per questioni di semplicitá
matematica:
d(Pρ−α)
dt
= 0 (Legge adiabatica.) (2.4)
∇ ·V = 0 (Incomprimibilitá). (2.5)
dove la 2.4 descrivere fenomeni in cui i tempi di evoluzione risultano essere
molto piú rapidi rispetto a quelli di diﬀusione del calore, mentre la 2.5 ci permet-
te una notevole sempliﬁcazione nell'equazioni dell'MHD e trova giustiﬁcazione
quando il plasma si muove con una velocitá ﬂuida piú lenta rispetto a quella
delle onde compressive (V ¿ cs). Per constatare quest'ultima aﬀermazione si
veda [5].
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2.3 Invarianti topologici.
Generalmente la parte sinistra dell'equazione di Ohm, 2.3, puó essere trascu-
rata rispetto alla parte destra, Φ² = 0. Questo fatto conduce ad importanti
vincoli, imposti sulle linee di campo magnetico. Vediamo le conseguenze di tale
approssimazione.
E+ V
c
×B = 0. (Ohm Ideale) (2.6)
Teoremi di Conservazione:
• Teorema di Alfvén (Frozen-in law)
∂B
∂t
= ∇× (V×B) (2.7)
Esprime il trasporto delle linee di forza del campo magnetico B per mezzo
del campo di velocitá ﬂuidaV. In modo del tutto analogo a quanto avviene
in un ﬂuido, dove la vorticitá prende il posto del campo magnetico.
• Teorema di Connessione
d
dt
(dr×B) = 0 a t = 0⇒ d
dt
(dr×B) = 0 ∀t. (2.8)
Traduce topologicamente il seguente enunciato:due linee di forza (chiuse)
concatenate non possono attraversarsi; due linee di forza inizialmente non
connesse non possono connettersi.
• Conservazione Elicitá Magnetica (Woltier)
Cosa accade quando non é piú valida la 2.6? I miei teoremi di conservazione
si modiﬁcano o non valgono piú? Vediamo di sviluppare organicamente una
visione fenomenologica del problema nel capitolo seguente.
Capitolo 3
MHD Resistivo.
Supponiamo adesso si considerare gli eﬀetti dovuti alle collisioni coulombiane
tramite il coeﬃciente di resistivitá η. In tal caso, modiﬁchiamo di poco l'eq. di
Ohm, scrivendo E +V/c ×B = ηJ, dove ηJ é molto piccolo rispetto a gl'altri
termini. Quindi intuitivamente ci aspettiamo piccoli scostamenti, ovvero piccole
correzioni al regime ideale, nel senso che i fenomeni ﬁsici si modiﬁcheranno ma
di non molto. In realtá, anche se é vero che stiamo modiﬁcando la ﬁsica con un
termine formalmente piccolo, non risulta piú vero che la fenomenologia ottenuta
sia una correzione a quella del regime precedente. Il fenomeno che prende vita
in questo nuovo ambito é la riconnesione magnetica. L'interesse per il suo studio
coinvolge campi come l'Astroﬁsica (Flares), i Tokamaks (fusione). Nel seguito
metteremo in evidenze problematiche ancora aperte, che vedono la riconnessione
come teoria non del tutto completa.
3.1 La Goccia d'acqua.
Poiché il tearing magnetico e la riconnessione non sono un processo semplice
da visualizzare, ci serviremo di un'analogia nota dall'esperienza comune e quo-
tidiana, ovvero la goccia d'acqua. La condizione iniziale della goccia d'acqua
é riportata in ﬁg.(a) e consiste in una lunga, sottile, bidimensionale, goccia
incomprimibile (approssimamente analoga alle linee del campo magnetico) re-
sistivamente attaccata al sub-strato (analogo approssimativamente al plasma).
La lunga e sottile goccia ha una tensione superﬁciale che tenta di ridurne il
perimetro (interpretabile come il pinch force dovuto alla tensione delle linee di
campo ). Se la goccia non fosse tenuta al substrato, allora come mostrato in
ﬁg.(b), la tensione superﬁciale dovrebbe semplicemente collassarla, portandola
ad avere una forma circolare avente area equale a quella iniziale. Per realiz-
zare quest'ultima conﬁgurazione, le dragging-force devo compiere un lavoro sul
sub-strato che non conduce ad uno stato energeticamente favolrevole e che per
questo non avviene. Quello che capita é riportato in ﬁg.(c): la lunga e sottile
goccia si rompe in una serie di sottili segmenti, sui quali la dragging force non
esercita grande lavoro rispetto alla conﬁgurazione precedente mentre su ogni
segmento la tensione superﬁciale causa una contrazione in lunghezza e un ri-
gonﬁamento in larghezza sino a farli assumere una forma circolare. Morale per
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realizzare la ﬁg.(c) abbiamo bisogno di un minore lavoro delle dragging force,
quindi processo energeticamente favorevole.
3.2 Importanza termini Non ideali.
Vogliamo adesso capire quando i termini non ideali, contenuti nella legge di
Ohm, iniziano a contare o equivalentemente, quando vale ancora un regime
ideale. Questo ci permetterá di capire quando dobbiamo aspettarci la comparsa
di fenomeni in grado di violare (localmente) la legge di Ohm, come discusso
prima per il termine resistivo. Ricordiamo che:
ω2pα =
4pin2αe
2
mα
Ω2α =
eB
mαc
η =
νc
ω2pe
τR =
4piL2
c2η
dove l'indice α =e,i indica la specie, τR é il tempo resistivo e νc la frequenza
di collisione. Inoltre deﬁniamo la velocitá d'Alfven ed il tempo di Alfven:
v2A =
B2
4piρ
τA =
L
vA
che risultano essere la velocitá e il tempo caratteristico di un plasma magne-
tizzato alle basse frequenze.
Premesso ció, facciamo le seguenti stime:
• | ∇ |' 1
L
.
• | ∂
∂t
|' 1
τA
.
• | V |' vA.
• | V
c
×B |' L
τA
B
c
.
• | J |' B
L
c
4pi
.
E' utile introdurre altri due parametri adimensionali, tradizionalmente usati
per caratterizzare alcune proprietá macroscopiche del plasma:
β =
8piP
B2
, S = τR
τA
.
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dove il parametro β misura il rapporto tra la pressione cinetica e la pressio-
ne magnetica, mentre S, detto numero di Lundquisto anche Reynolds magnetico
(Rm), misura la separazione delle scale temporali caratteristiche dei fenomeni
diﬀusivi (che vanno come τR ) da quelle dei processi dinamici (tipicamente del-
l'ordine del tempo di Alfven). Altra grandezza utile da introdurre é la lunghezza
di pelle degli elettroni e degli ioni:
de =
c
ωpe
, di =
c
ωpi
A questo punto scriviamo i diversi contributi alla legge di Ohm non ideale
che nascono combinando le equazioni per elettroni e ioni:
E+ V
c
×B = ηJ+ me
ne2
dJ
dt
+
1
nec
J×B− 1
ne
∇Pe. (3.1)
Confrontiamo adesso i contributi del primo termine sinistro, ritenuti dello
stesso ordine peché devono bilanciarsi all'equilibrio dinamico ed i termini del
termine destro della 3.1.
• | ηJ |
| Vc ×B |
' S−1
•
| J×B
nec
|
| V
c
×B |
' di
L
•
| 4pi
ω2pe
dJ
dt
|
| V
c
×B |
'
(
de
L
)2
•
| ∇Pe
ne
|
| V
c
×B |
' di
L
β
Dal confronto fra i termini a secondo membro tra di loro otteniamo:
• | ηJ |
| 4pi
ω2pe
dJ
dt
|
' S−1
(
de
L
)−2
• | ηJ |
| J×B
nec
|
' S−1
(
di
L
)−1
•
| ∇Pe
ne
|
| ηJ | ' Sβ
(
di
L
)
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•
| ∇Pe
ne
|
| 4pi
ω2pe
dJ
dt
|
' β
(
de
L
)−1
di
de
I parametri d'interesse sono quindi:
S β di
L
de
L
νc
ωA
ωA
Ωi
E' chiaro che non si puó stabilire a priori una gerarchia tra i termini che
violano la legge di Ohm ideale, a meno di speciﬁcare le condizioni iniziali del
plasma: densitá, intensitá del campo magnetico e temperature delle cariche;
3.3 Meccanismo di Riconnessione.
Sino ad ora abbiamo discusso, mediante esempi, in cosa consite la riconnes-
sione, ponendo l'accento sul fatto che alla base del fenomeno c'é la violazione
della legge di Ohm. Adesso vogliamo illustrate, qualitativamente, come possa
avvenire la riconnessione in regioni di spazio nonostante i termini non ideali
della 3.1 siano moltiplicati per coeﬃcienti molto piccoli. Innanzitutto va subito
puntualizzato che, non tutti i termini non ideali della legge di Ohm violano le
invarianze topologiche allo stesso modo. In genere il termine usato in lettera-
tura, soprattutto in ambiente astroﬁsico, é stato quello della resistivitá fornito
dal termine ηJ, vediamo perché.
Se combiniamo l'equazione di Faraday precedentemente scritta, 2.3, con la
seguente equazione di Ohm E+V
c
×B = ηJ otteniamo per il campo magnetico:
∂B
∂t
= ∇× (V×B) + c
4pi
η∇2B (3.2)
Ora la dominanza di un termine rispetto all'altro nel lato destro della 3.2
viene fornito dal numero di Reynolds Magnetico Rm. I limiti che si ottengono
sono:
∇× (V×B)À c
4pi
η∇2B (Ideale)
∇× (V×B)¿ c
4pi
η∇2B (Diﬀusivo)
Come possiamo osservare nella 3.2 il termine in η viene moltiplicato per
∇2B; dunque lá dove si hanno forti variazione nel campo magnetico (current
sheet ), si ha la possibilitá di far contare tale termine,nonostante il coeﬃciente η
sia in genere molto piccolo. I valori tipici di Rm sono, ad esempio, Rm ∼ 10−10÷
10−15. Le regioni in cui si sviluppano gradienti spaziali cosí intensi da rendere
importante il termine resistivo hanno dimensioni tipiche molto minori rispetto
a quella del sistema in esame. In queste regioni, peró, ha luogo una nuova ﬁsica,
che inﬂuisce sull'intero sistema. Questo problema come vedremo, origina quello
che tecnicamente viene chiamto un boundary layers, in cui dovremmo separare
in due regioni il nostro sistema in cui applicare equazioni diverse, trovarne le
soluzioni e poi raccordarle. La possibilitá di formare brusche variazioni in B
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sono legate all'avvicinamento delle linee di campo magnetico perché in grado di
cambiare la topologia di B e allo stesso tempo di avere conseguenze importanti
sull'energia del sistema.
3.4 Principio Energetico.
Abbiamo visto nel precedente paragrafo i meccanismi di riconnessione Ora vo-
gliamo trovare una condizione necessaria alla loro formazione, a partire dal-
l'MHD Ideale. Linearizzando l'equazioni 2.3 2.4, deﬁnendo il campo vettoriale
come ξ(r, t), spostamento dell'elemento ﬂuido situato nel punto (r, t) otteniamo:
ρ0
∂2ξ
∂t2
= F(ξ(r, t)). (3.3)
dove,
F(ξ(r, t)) = −∇p1 +∇ · (ρ0ξ)g+
(
∇× [∇× (ξ ×B0)]× B0c4pi + (∇×B0)
)
+
c[∇× (ξ ×B0)]
4pi
.
(3.4)
La conseguenza del fatto di aver linearizzato l'equazioni é quella di trovarsi
difronte a un problema agli autovalori (3.4), la cui soluzione puó essere ottenuta
mediante i modi normali. Fisicamente signiﬁca andare a perturbare il sistema
con un campo di spostamento della forma:
ξ(r, t) = ξ(r)eiωt ⇒ −ω2ρ0ξ(r) = F(ξ(r)).
A questo punto sfruttando il teorema dei lavori virtuali vado a cercare se
esistono delle conﬁgurazioni associate al mio sistema che portano ad avere un
δW minore di quello iniziale, dove il lavoro compiuto su tutti gli elementini di
ﬂuido sará,
δW = −1
2
∫
V
ξ · Fdξ
Con un po' di algebra si arriva alla seguente forma:
δW (ξ, ξ) =
1
2
∫
V
d3x

1︷ ︸︸ ︷
| B1⊥ |2 +
2︷ ︸︸ ︷
| B1‖ − (ξ⊥ · ∇P ) B
B2
|2+
3︷ ︸︸ ︷
γP | ∇ · ξ |2

︸ ︷︷ ︸
termini stabilizzanti
+
− 1
2
∫
V
d3x
(
| J1‖ |
(
ξ⊥ × B
B
·B1
)
+ 2(ξ⊥ · ∇P )(κ · ξ⊥)
)
︸ ︷︷ ︸
termini destabilizzanti
.
(3.5)
con,
18 CAPITOLO 3. MHD RESISTIVO.
κ =
(B · ∇
B2
)
B (Curvatura)
Con questa espressione si puó distinguere come ogni modo del plasma ideale
contribuisca alle instabilitá;
• (1) corrisponde all'energia potenziale associata alle onde di shear di Al-
fven, che si propagano ortogonalmente al campo magnetico B0;
• (2) onde magnetosoniche veloci, la cui propagazione é parallela a B;
• (3) proporzionale a γP , ovvero al quadrato della velocitá del suono nel
plasma, é l'energia associata alle onde sonore.
Tutti e tre quesi termini contribuiscono alla somma con segno positivo, met-
tendo in evidenza il loro eﬀetto stabilizzante, visualizzabile come analogo di
una corda di chitarra, ﬁssata agli estremi e scostata dalla posizione di equili-
brio; quello che si produce é la propagazione di un disturbo con una velocitá
proporzionale alla radice quadrata della tensione T della corda ed inversamente
proporzionale alla densitá. Idem per le linee del campo magnetico.
Gli ultimi due termini non hanno segno deﬁnito; quando compaiono col segno
negativo rispetto agli altri rappresentano una sorgente d'instabilitá in plasmi
ideali disomogenei; in particolare, se domina il termine proporzionale a J⊥ si
parla di instabilitá di corrente (current driven instabilities) mentre nell'altro
caso d'instabilitá dovute ai gradienti di pressione (pressure driven instabilities).
I modi resposabili del fenomeno della riconnessione devono essere idealmente
stabili, altrimenti potrebbero essere mascherati da instabilitá ideali. In questo
caso la variazione negativa dell'energia é causata dai contributi che violano la
legge di Ohm, anche se nei problemi che discuteremo si avrammo anche con-
tributi provenienti dalle instabilità ﬂuide, ideali Kelvin-Helmholtz e Rayleigh-
Taylor; assumeremo pressione uniforme (il che elimina i pressure driven modes),
e conﬁgurazioni di equilibrio che escludano i current driven modes.
Capitolo 4
Instabilitá.
Uno dei metodi piú inportanti nello studio dei plasmi, dall'astroﬁsica al conﬁna-
mento magnetico, é l'analisi lineare dei modi che possono generare instabilitá.
La tecnica consiste nel linearizzare le equazioni che descrivono il nostro sistema,
nel nostro caso l'MHD (ideale o resistivo), e calcolare i relativi tassi di crescita.
Per chiarire questi concetti iniziamo illustrando, con un esempio, l'instabilitá
Kelvin-Helmhotz nell'ambito dell'idrodinamica.
4.1 Kelvin-Helmholtz Idrodinamica.
Le superﬁci di contatto tra due ﬂuidi di diverse caratteristiche ﬁsiche possono
essere origine di instabilitá attraverso lo scambio di materia, momento ed energia
tra i due ﬂuidi. Ne abbiamo esperienza osservando il ﬂusso del vento che increspa
la superﬁcie di un lago, oppure la corrente di un ﬁume che s'infrange entrando
nel mare. In alcuni casi vediamo solo il formarsi di onde alle superﬁci di contatto,
in altri casi queste onde possono crescere ﬁno a distruggere l'interfaccia.
Consideriamo un sistema di assi cartesiani x,y,z INSERIRE FIGURA ESPLI-
CATIVA la ﬁg.(??). Questa rappresenta un ﬂuido eterogeneo, in equilibrio, con
i diﬀerenti strati in moto relativo. Lo stato iniziale che vogliamo analizzare,
é quello di un ﬂuido non-viscoso, incomprimibile, nel quale si ha un campo di
velocitá iniziale V0 = U x̂ presente solo per z > 0. Inoltre le densitá ρA, ρB
sono costanti. L'assunzione che il ﬂuido sia non-viscoso, ci permette di conside-
rare U come funzione della sola altezza z. Indicheremo i corrispondenti disturbi
dall'equilibrio mediante il pedice 1 nelle variabili.
L'equazioni lineari che governano il sistema sono:
ρ0
∂
∂t
V1 + ρ0(V0 · ∇)V1 + ρ0(V1 · ∇)V0 =
-∇P1 − gρ1 + Ts
[(
∂2
∂x2
+
∂2
∂y2
)
δzs
]
δ(z − zs). (Eulero)
(4.1)
∂ρ1
∂t
+ (V0 · ∇)ρ1 + (V1 · ∇)ρ0 = 0. (Continuitá) (4.2)
d
dt
δzs = Vz1(zs). (Vincolo sulla Superﬁcie) (4.3)
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∇ ·V1 = 0. (Incomprimibilitá) (4.4)
dove, δzs é lo spostamento lungo l'asse z della superﬁcie di discontinuitá,
mentre il conributo in Ts costituisce la tensione superﬁciale. Inoltre é sottintesa
la somma sugli indici ripetuti.
Mediante un'analisi di Fourier nelle variabili perturbate, o semplicemente
andando a sostituire in tutte le variabili con il pedice 1:
f(r, t) = f(z)ei(kxx+kyy)+γt
otteniamo il seguente sistema algebrico:
iρ0(γ + kxV0x)V1x + ρ0(DV0x)V1z = −ikxP1.
iρ0(γ + kxV0x)V1y = −ikyP1.
iρ0(γ + kxV0x)V1z = −DP1 − gρ1 − k2Tsδzsδ(z − zs).
i(γ + kxV0x)ρ1 = −V1zDρ0.
i(γ + kxV0x)δzs = V1z.
i(kyV0y + kxV0x) = −DV1z.
dove, D = d
dz
. Alla ﬁne combinando le equazioni sopra otteniamo:
(γ + kxV0x)(D2 − k2)V1z − kx(D2V0x)V1z − gk2Dρ0
ρ0
V1z
(γ + kxV0x)
+
Dρ0
ρ0
[(γ + kxV0x)DV1z − kx(DV0x)V1z] = 0
(4.5)
per maggiori dettagli si rimanda a [7].
Nel nostro caso le densitá ρA, ρB sono costanti con ρA la densitá del ﬂuido
che rimane sopra l'interfaccia a z=0, mentre ρB corrisponde alla densitá del
ﬂuido che rimane sotto l'interfaccia a z=0; inoltre U1, U2 sono campi costanti
di velocitá iniziale nella direzione x̂ posti rispettivamente nella parte superiore
ed inferiore dell'interfaccia. Se consideriamo il caso in cui ρA, ρB sono costanti
e che pure U1, U2 sono costanti, si giunge a riscrivere la 4.5 come:
(D2 − k2)V1z = 0. (4.6)
Le condizioni al contorno sono:
1. Per z −→ ±∞ V1z −→ 0.
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2. Deve essere soddisfatta la condizione di continuitá, alla superﬁcie di di-
scontinuitá z = 0, della funzione: V1z
γ + kxV0x
.
Le soluzioni della 4.6 sono del tipo:
V A1z = A(γ + kxU1)e
kz e V B1z = A(γ + kxU2)e
−kz.
dove U1 e U2 sono i proﬁli di velocitá iniziali costanti, lungo x per z < 0 e
z > 0. Applicando la condizione di continuitá arriviamo, dopo un po' d'algebra
al valore del tasso di crescita:
γ = −ikx(α1U1 + α2U2)±
[−gk(α1 − α2) + k2xα1α2(U1 − U2)2]1/2 . (4.7)
dove:
• α1 = ρA
ρA + ρB
• α2 = ρB
ρA + ρB
Adesso possiamo discutere i limiti della 4.7 nel caso in cui si manifesti una
KHI oppure una Rayleigh-Taylor (RT). Nel seguito Trascureremo gli eﬀetti della
tensione superﬁciale otteniamo.
Kelvin-Helmholtz:
I due ﬂuidi hanno ρA = ρB ma rimangono le precedenti ipotesi su U1 e U2.
Per cui otteniamo:
γ = − i
2
kx(U1 + U2)±
[
k2x
1
4
(U1 − U2)2
]1/2
. (4.8)
Rayleigh-Taylor:
Questa volta abbiamo U1 e U2 nulli mentre rimangono valide le disugua-
glianze viste in precedenza. Sempliﬁcando la 4.7 otteniamo:
γ = ± [−gk(α1 − α2)]1/2 . (4.9)
4.2 Kelvin-Helmholtz in MHD.
In maniera del tutto analoga a quanto illustrato sopra, si procede nuovamente
linearizzando l'equazioni dell'MHD (vedi 2.3), con un proﬁlo di velocitá iniziale
ed un campo magnetico B0 di equilibrio.
Per avere un'idea di come si possa modiﬁcare il tasso di crescita, median-
te l'aggiunta di B0, in una prestabilita conﬁgurazione iniziale, illustriamo un
esempio tratto da [8] in cui il campo magnetico è allineato con il campo di
velocità.
Come riportato in ﬁg.(??) consideriamo:
1. B0 = By(x)ŷ
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2. V0 = Vy(x)ŷ
3. Fluido incomprimibile ∇ ·V = 0
4. Ho una perturbazione della velocitá nel limite bidimensionale cosí fatta
V˜ = ẑ×∇φ˜(x, y, t)
Adesso andiamo a perturbare il sistema con un,
B˜(x, y, t) = ẑ×∇ψ̂.
dove ψ̂ é il potenziale magnetico.
Prendendo il rotore dell'eq. di Eulero, otteniamo una nuova eq. per la
vorticitá, deﬁnita come ω = ∇×V:
ρ0
{
∂ω
∂t
+ (V · ∇)ω − (ω · ∇)V
}
=
c
4pi
{(B · ∇)(∇×B)− [(∇×B) · ∇]B} .
(4.10)
Andando a linearizzare la 4.10, otteniamo:
∂ω˜
∂t
+ (V0 · ∇)ω˜ + (V˜ · ∇)ω0 = c4pi
{
(B0 · ∇)(∇× B˜) + (B˜ · ∇)(∇×B0)−
[(∇×B0) · ∇] B˜−
[
(∇× B˜) · ∇
]
B0
}
.
Utilizzeremo le seguenti relazioni:
1. (B0 · ∇)(∇× B˜) = By ∂
∂y
(∇× B˜)
2. (B˜ · ∇)(∇×B0) = B˜x ∂
∂x
(∇×B0)
3.
[
(∇× B˜) · ∇
]
B0 = (∇× B˜)x ∂
∂x
B0
4. ∇× B˜ = ẑ∇2ψ˜(x, y, t)
5. ∇×B0 = ẑdBy(x)
dx
Considerando la direzione y, come omogenea, possiamo scrivere le nostre
variabili perturbate come:
f(r, t) = f(x)eikyy+γt
Arriviamo dopo un po' d'algebra al seguente sistema di equazioni per ψ˜, φ˜:

(vp − Vy)
(
∂2φ˜
∂x2
− k2yφ˜
)
+
d2Vy
dx2
φ˜+
cBy
4piρ 0
(
∂2ψ˜
∂x2
− k2yψ˜
)
− c
4piρ 0
d2By
dx2
= 0.
∇×
{
ẑ
[
(vp − Vy)ψ˜ +Byφ˜
]}
= 0⇒ (vp − Vy)ψ˜ +Byφ˜ = 0.
(4.11)
dopo un po' d'algebra e deﬁnendo:
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f(x) =
ψ˜
kyBy(x)
otteniamo:
d
dx
{
[(vp − Vy)2 − v2A]
df
dx
}
− k2y[(vp − Vy)2 − v2A]f = 0. (4.12)
dove, vA = By/ρ1/20 è la velocità di Alfven. Integrando attraverso la super-
ﬁcie d discontinuitá la 4.12 otteniamo:
lim
²−→0
∫ +²
−²
dx
d
dx
{
[(vp − Vy)2 − v2A]
df
dx
}
−
=0︷ ︸︸ ︷
k2y[(vp − Vy)2 − v2A]f = 0.
che produce:
lim
²−→0
{
[(vp − Vy(x))2 − v2A]
} df
dx
∣∣∣∣+²
−²
= 0.
Adesso assumiamo che:
1. Vy(x) =
{
V1y x > 0
V2y x < 0
2. By(x) = By costante
allora avremo che:
df
dx
=

− 1
ky(vp − V1y)
dφ˜
dx
x < 0
− 1
ky(vp − V2y)
dφ˜
dx
x > 0
(4.13)
Andando a sostituire la 4.13 nella 4.12, otteniamo un'equazione per φ˜:
d2φ˜
dx2
− k2yφ˜ = 0
che ammette le seguenti soluzioni:
φ˜ =
{
(vp − V1y)ekyx x < 0
(vp − V2y)e−kyx x > 0
in accordo con la condizione al contorno in cui la perturbazione svanisce
all'inﬁnito. Dalla φ˜ si ricava la f e si giunge al tasso di crescita:
γ = −ik
{
1
2
(V1y + V2y)±
√
v2A −
1
4
(V1y − V2y)2
}
. (4.14)
L'azione del campo magnetico é quella di far crescere l'energia del sistema,
tendendo le sue linee a causa della perturbazione indotta. Qundi nell'ambito
dell'MHD Ideale si ha un eﬀetto stabilizzante riassunto matematicamente con
la condizione sulla velocitá di Alfven:
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vA >
1
2 |V1y − V2y|.
Osservazione: Anche nel caso in cui si consideri nell'MHD Ideale un campo
magnetico variabile attraverso il foglio di discontinuitá della velocitá (vortex
sheet), si ottengono, per via numerica, gli stessi risultati.
4.3 Tearing con V0 = 0.
Il tearing rappresenta un'instabilitá che ha origine dal contributo fornito dal
termine ηJ nell'equazioni dell'MHD resistiva viste in uno dei precedenti capitoli.
E' importante come conﬁgurazioni di campo magnetico, stabili per la MHD
ideale, risultino instabili in MHD Resistiva. Una classica disposizione delle
linee di campo magnetico, in accordo con quanto detto sopra, é riportata in ﬁg.
4.1
Figura 4.1: Conﬁgurazione Linee di Campo magnetico iniziale.
Di modi per ricavare, mediante analisi lineare dell'eqauzioni dell'MHD Resi-
stiva, il tasso di crescita del tearing ne esistono diversi, vedi([6], [3], [18], [20]).
Tutti partono da una medesima conﬁgurazione di campo magnetico, simile a
quella riportata sopra.
Un metodo chiaro che illustri, sia la ﬁsica, attraverso le relazioni fra i pa-
rametri che governano il tasso di crescita, che lo strumento matematico del
raccorso asintotico, raramente usato nei corsi di ﬁsica triennale e specialistica,
é rappresentato dall'articolo di Chen ??. C'é da dire peró che in tale articolo
l'autore ricava il tearing con una V0 6= 0, ma é sempre possibile ripristinare il
nostro caso prendendo il limite per V0 −→ 0.
4.3.1 Equazioni di Base.
Consideriamo, per facilitare i conti e rendere quindi piú semplice l'esposizio-
ne, consideriamo un incomprimibile con resistivitá e densitá uniforme, in una
geometria piana. Il punto di partenza é l'MHD con le seguenti equazioni
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ρ
(
∂
∂t
+ (V · ∇)
)
V = −∇p+ (∇×B)×B
c
∇ ·B = 0, ∇ ·V = 0
∂B
∂t
=
η
4pi
∇2B+∇× (V×B)
(4.15)
Assumiamo che tutte le osservabili ﬁsiche, all'equilibrio dipendano solo dalla
coordinata y. Il campo di velocitá e magnetico sono dati da:
B0(y) = x̂B0x(y) + ŷB0y(y).
V0(y) = x̂V0x(y) + ŷV0y(y)
Poiché siamo interessati a ricercare instabilitá che si sviluppano su tempi
scala molto piú rapidi rispetto ai tempi diﬀusivi, possiamo trascurare l'eﬀetto
di η/4pi∇2B0. Con le assunzioni fatte sopra si avrá, dopo aver linearizzato, la
seguente equazione all'ordine zero:
p0(y) +B20/8pi = cost.
Adesso andando a linearizzare l'equazioni ad inizio paragrafo e denotando le
quantitá perturbate nel seguente modo:
f(r, t) = f(x)eikyy+γt
otteniamo:
∂ρ1
∂t
= −ρ0∇ ·V1 (4.16)
ρ0
∂V1
∂t
= −∇P1 + 14pi [(∇×B0)×B1] +
1
4pi
[(∇×B1)×B0] (4.17)
∂B1
∂t
= ∇× (V1 ×B0) + ηc
2
4pi
∇2B1 (4.18)
Le prime due equazioni sono quelle della contituinitá e dell'impulso (in cui si
é supposto ρ0 uniforme e costante nel tempo); la terza é l'equazione di Faraday
MHD per la legge di Ohm che abbiamo considerato; prenderemo come equazione
di chiusura la condizione d'incomprimibilitá:
∇ ·V1 = 0 (4.19)
Inserendo quest'ultima nella prima equazione si trova una densitá costante
nel tempo anche al primo ordine. Inoltre, visto che nella nostra analisi non
siamo interessati all'andamento della pressione in seguito alla perturbazione,
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ma soltanto al comportamento delle linee di forza rispetto al ﬂusso di particelle
del plasma, possiamo prendere il rotore di quella dell'impulso: in questo modo
eliminiamo dalla seconda equazione ogni dipendenza esplicita dall'incognita P1.
L'equazione risultante, insieme alla 4.18, costituisce un sistema compatibile di
equazioni accoppiate nelle incognite V1 e B1.
Procedendo con l'algebra arriviamo alla seguente:
γρ0 (∇×V1) = 14pi
[
B1x
∂
∂y
(∇×B0) +B0y ∂
∂x
(∇×B1)
]
(4.20)
γB1 = B0y
∂V1
∂x
− V1y ∂B0
∂y
+
ηc2
4pi
+
(
∂2
∂x2
+
∂2
∂y2
)
B1 (4.21)
Utilizzando le due condizioni sulle divergenze:
∇ ·V1 = 0 =⇒ V1x = i
ky
∂V1x
∂x
(4.22)
∇ ·B1 = 0 =⇒ B1x = i
ky
∂B1x
∂x
(4.23)
si ottengono tre equazioni indipendenti tra loro:
V1z = 0 (4.24)
γB1x = ikyV1xB0y +
ηc2
4pi
(
∂2B1x
∂x2
− k2yB1x
)
(4.25)
iγ
(
ρ0
1
ky
∂2V1x
∂x2
− ρ0kyV1x
)
=
1
4pi
B1x
∂2B0y
∂x2
− 1
4pi
B0y
∂2B1x
∂x2
+
1
4pi
k2yB0yB1x.
(4.26)
A questo punto adimensionalizzando l'equazioni e riadattando la notazione
a quella del Chen (x←→ y), otteniamo il seguente sistema:
 γψ − iFαW = S
−1(ψ′′ − α2ψ) (Legge di Ohm)
γ(W ′′ − α2W ) = iFα(ψ′′ − α2ψ)− iαF ′′ψ (Legge di Eulero)
(4.27)
dove i simboli usati hanno i seguenti signiﬁcati:
ψ =
B1y
B
, W = v1y
vA
, vA =
B√
4piρ
F =
k ·B0
kB
, k =
√
k2y + k2x, µ = y/a
α = kLB , γ = iωτH , τR =
4pia2
η
S =
τR
τH
, τH =
√
4piρa
B
(4.28)
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Deﬁnendo poi u = γ
α
e w = iW
u
, otteniamo che l'equazioni precedenti si
trasformano in:
 u(ψ − Fw) = (αS)
−1(ψ′′ − α2ψ) (Legge di Ohm)
(u2w′)′ − u2α2w = − [F (ψ′′ − α2ψ)− F ′′ψ] (Legge di Eulero) (4.29)
Gl'apici indicano le derivate risapetto alla variabile adimensionale µ, B é il
valore carateristico del campo magnetico, LB rappresenta la lunghezza carat-
teristica di variazione del campo magnetico. Il modo di riscalare le variabili
(scalings) che abbiamo utilizzato sopra si basa sulle convenzioni adottate nei se-
guenti articoli, vedi ([20], [21]), con l'unica eccezione sul tasso di crescita γ che é
stato riscalato rispetto a τH , il tempo di Alfven, piuttosto che al tempo resistivo
τR. W rappresenta la perturbazione adimesionalizzata nel campo di velocitá,
analogamente ψ costituisce il campo magnetico perturbato adimenzionalizzato.
Sempre riferendoci alla ﬁg. 4.1, possiamo andare a dividere il piano in due
regioni, una distante dal piano in cui si annulla il campo magnetico (y=0), l'altra
vicina con riferimento sempre allo stesso piano di sopra. Prima di precisare
meglio ﬁsicamente il signiﬁcato di distante e vicino, illustrimo l'idea ﬁsica che
ci sta dietro.
Sappiamo, per quanto detto precedentemente, che rovesciamenti nelle lin-
nee di campo magnetico, conducono a fenomeni di riconnessione, questo perché
vengono a mancare le leggi di conservazione che abbiamo introdotto nel para-
grafo 2.3 in quanto non piú trascurabile il termine in η∇2B. Ció comporta,
anche se solo in regioni piccole rispetto alle dimensioni caratteristiche del siste-
ma, una ﬁsica diversa da quella descritta dall'MHD Ideale. L'idea é quindi di
suddividere il plasma in due regioni una in cui valgano ancora l'equazioni del-
l'MHD Ideale e che chiameremo regione esterna al piano d'inversione delle linee
di campo magnetico ed un'altra detta regione interna, conﬁnante con l'ester-
na e comprendente il piano d'inversione. A questo punto si procede risolvendo
l'equazioni esterne ed interne, dopodiché si raccordano le soluzioni delle due re-
gioni(matching). Anche se l'idea é semplice, non é altrettanto facile metterla in
pratica. Una spiegazione molto eﬃcace di questa tecnica matematica é fornita
da [22].
Assumiamo che il campo magnetico si annulli nel punto µ = 0, che tradotto
nella nostra notazione signiﬁca F(0) = 0, inoltre consideriamo lo spessore della
regione resistiva essere ²¿ 1.
Nel caso in cui γ é molto piccolo, la singolaritá dell'MHD Ideale si trova
vicino a µ = 0 dove, per la deﬁnizione data in precedenza, abbiamo che u ∼ 0.
Nel seguito della discussione si considererá F'(0)6= 0, senza perdita di generalitá
porremo F'(0)> 0. Assumeremo anche α . O(1), e F(0)/F'(0) . O(1).
4.3.2 Regione Esterna.
Nella regione esterna, dove vale L'MHD ideale (S −→ ∞), l'equazioni 4.29 si
riducono a:
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 ψ − Fw = 0(u2w′)′ − u2α2w = − [F (ψ′′ − α2ψ)− F ′′ψ] (Legge di Eulero) (4.30)
combinando le due equazioni di sopra otteniamo:[
(u2 + F )w′
]′ − α2(u2 + F 2)w = 0. (4.31)
Pensando la 4.31 estesa la nel nel campo complesso nella variabile µ, notiamo
la presenza di una singolaritá in:
u2 + F 2 = 0.
A questo punto vogliamo andare a considerare il comportamento delle solu-
zioni per ψ e w, in prossimitá del piano a µ = 0. Questo perché quando andremo
a raccordare le soluzioni provenienti rispettivamente dalle regioni, estrena ed
interna, avremo bisogno di conoscere il comportamento delle soluzioni in punti
particolari, a µ −→ 0, come visto sopra ed a µ −→∞.
Espandiamo ﬁno al terzo ordine in µ la nostra F. Questo procedimento verrá
seguito in modo identico anche nel capitolo successivo, quando analizzeremo il
comportamento del tearing nel caso in cui ci sia un proﬁlo nella velocitá iniziale.
Giungiamo alle seguenti equazioni:
ψ ∼ F ′(0)µw,
{[
F ′2(0)µ2 + F ′(0)F ′′(0)µ3
]
w′
}′ − α2 {F ′2(0)µ2 + F ′(0)F ′′(0)µ3}w ∼ 0
L'espansione ﬁno a O(µ3) ci sará utile nel prossimo capitolo, per il momento
potevamo farne a meno ma preferiamo entrare giá nel modo di pensare del
capitolo successivo, che risulterá essere una generalizzazione di questo.
Le soluzioni delle equazioni sopra scritte divengono:
w ∼ C0
µ
(
1 +
F ′′(0)
F ′(0)
µ lnµ
)
+ C±1 + · · ·
ψ ∼ F ′(0)C0
(
1 +
F ′′(0)
F ′(0)
µ lnµ
)
+ F ′(0)C±1µ+ · · ·
(4.32)
Quello che c'interesserá calcolare con le soluzioni scritte sopra é una quantitá
che in letteratura s'indica con ∆′ e rappresenta la discontinuitá tra la derivata
prima del campo magnetico in 0+ e 0−. Matematicamente
∆′ =
1
ψ
dψ
dµ
∣∣∣∣0+
0−
. (4.33)
Il signiﬁcato ﬁsico della 4.33 é legato alla discontinuità di∇×B1 = (4pi/c)J1.
Per vederlo basta prendere un percorso rettangolare nel piano (x,y) come quello
di ﬁg.(??) ed applicarci il teorema dei Stokes, otteniamo:
B1y(x −→ 0+)−B1y(x −→ 0−) = 4pi
c
J1z
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dove si é supposta inﬁnitesima la larghezza in x (anche se piú larga rispetto
allo spessore della regione resistiva) e l'altezza y, ﬁnita ma piú piccola rispet-
to alla lunghezza d'onda caratteristica della perturbazione; l'estensione in z é
arbitraria, poiché non ci sono variazioni lungo tale direzione.
∇ ·B1 = 0 =⇒ ∂B1x
∂x
+ ikB1y = 0
notiamo come una discontinuitá nella componente B1y del campo magnetico
conduca ad una discontinuitá nella ∂xB1x. Inoltre la quanitá ∆′ viene comple-
tamente determinata risolvendo il problema nella regione esterna, imponendo le
condizioni al contorno per il campo B1(r, t) a x −→ ±∞.
4.3.3 Regione interna.
La regione interna é molto piccola rispetto alle dimensioni del sistema, inoltre
le derivate di ψ e W sono molto sensibili alle variazioni della variabile µ dentro
tale intervallo. Questo suggerisce di passare ad una nuova variabile:
ζ =
µ
²
,
dove, come detto sopra ² rappresenta lo spessore della regione interna. A
questo punto l'equazioni 4.29 vengono riscritte seguendo, prima un cambiamen-
to di variabile nelle ψ, W, G, F e poi sviluppate ﬁno al second'ordine in ζ. Alla
ﬁne otteniamo:
Legge di Eulero:(
γ
αF ′(0)²
)
∂2W
∂ζ2
=
(
iζ +
1
2
i
F ′′(0)
F ′(0)
²ζ2
)
∂2ψ
∂ζ2
− i²F
′′(0)
F ′(0)
ψ +O(²2)
(4.34)
Legge di Ohm:(
γ
αF ′(0)²
)
ψ =
(
iζ +
1
2
i
F ′′(0)
F ′(0)
²ζ2
)
W = [αF ′(0)²3S]−1
∂2ψ
∂ζ2
+O(²2)
(4.35)
Prima di procedere alla risoluzione cerchiamo di capire che cosa rappresenta
il termine: (
γ
αF ′(0)²
)
(4.36)
Come giá anticipato γ rappresenta il tasso di crescita, le sue dimensioni sono
[t]−1, per cui il suo inverso mi determina un tempo di crescita caratteristico
dell'instabilitá, che ho supposto essere tale da:
τA ¿ 1/γ < τR (4.37)
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per cui il 4.36 costituisce, il rapporto fra il tempo di crescita dell'instabilitá
e il tempo di Alfven. Per vedere quest'ultima aﬀermazione basta sostituire
alla4.36 le deﬁnizioni dei vari termini, forniti dalla 4.28.
Da quanto detto discende immediatamente che il sistema di equazioni 4.34,
ha al suo interno un parametro piccolo, questo ci permette di applicare una
trattazine perturbativa al problema.
4.3.4 Analisi Perturbativa.
Come vedremo questo metodo, unito al bilancio dei termini nelle varie equazioni
che otterremo, ci permetterá di avere da un lato l'ordine di grandezza del tasso
di crescita, dall'altro di calcolare i vari coeﬃcienti che entrano nelle relazioni
ﬁsiche, per il calcolo di γ.
Riscriviamo l'equazioni 4.34 ponendo:
φ = −W/
[
i
γ
αF ′(0)²
]
γ = γ˜γ̂
dove,
• γ˜ rappresenta l'ordine di grandezza del tasso di crescita.
• γ̂ rappresenta un O(1).
Otteniamo:

(
γ˜
αF ′(0)²
)2
γ̂2
∂2φ
∂ζ2
= −
[
ζ +
F ′′(0)
2F ′(0)
²ζ2
]
∂2ψ
∂ζ2
+ ²
F ′′(0)
F ′(0)
ψ +O
(
γ˜
αF ′(0)²
²
)
(Legge di Eulero)
(
γ˜
αF ′(0)²
)2
γ̂(ψ − ζφ) = γ˜
[αF ′(0)]2²4S
∂2ψ
∂ζ2
+O
(
γ˜
αF ′(0)²
²
)
(Legge di Ohm)
(4.38)
Usiamo come parametro piccolo per lo sviluppo perturbativo il seguente:(
γ˜
αF ′(0)²
)2
.
Sostituendo al posto della ψ e della φ le seguenti espressioni:
ψ =
+∞∑
n=0
(
γ˜
αF ′(0)²
)2n
ψn,
φ =
+∞∑
n=0
(
γ˜
αF ′(0)²
)2n
φn
(4.39)
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4.3.5 Ordine 0.
Sostituende nelle equazioni 4.38 gli sviluppi di 4.39, otteniamo il seguente siste-
ma:

ζ
∂2ψ0
∂ζ2
= O
(
γ˜
αF ′(0)²
²
)
(
γ˜
αF ′(0)²
)2
γ̂(ψ0 − ζφ0) = γ˜[αF ′(0)]2²4S
∂2ψ0
∂ζ2
+O
(
γ˜
αF ′(0)²
²
) (4.40)
Notiamo come nella seconda equazione non sia stato possibile sempliﬁcar-
la ulteriormente, questo perché non sappiamo a priori quanto possa valere il
termine alla sinistra dell'equazione 4.40, moltiplicato per
(
γ˜/[αF ′(0)]2²4S
)
, ri-
spetto al termine a destra della stessa. Sono necessari dei bilanci di prova fra i
vari termini, che dovranno essere controllati a posteriori con le ipotesi di lavoro
elencate ad inizio capitolo. Assumeremo quindi che:
γ˜
[αF ′(0)]2²4S
∼ O(1) (4.41)
questo conduce a:
|γ˜²2S| ∼
∣∣∣∣∣
(
γ˜
αF ′(0)²
)2∣∣∣∣∣¿ 1
ovvero,
γ˜S À |γ˜²2S|2 ¿ 1
ma ció é consistente con le nostre ipotesi visto che stiamo a cercando insta-
bilitá all'interno della ﬁnestra temporale riportata in 4.37. Se invece provassimo
a cambiare l'ordinamento 4.41, arriveremo a delle inconsistenze con le ipotesi di
lavoro.
Possiamo adesso modiﬁcare la 4.40 ottenendo:
∂2ψ0
∂ζ2
= 0 =⇒ ψ0 = C0 + C1ζ
ma dalle condizioni di raccordo, eseguite prendendo i rispettivi limiti:
• Regione esterna µ −→ 0.
• Regione interna |ζ| −→ +∞
segue che C1 = 0 altrimenti non potrei raccordarla con la soluzione asintotica
esterna 4.32. Per cui avremo:
lim
|ζ|−→+∞
ψ0 = C0 (4.42)
che in letteratura, l'ipotesi di mettere ψ0 = costante viene detta costant-psi.
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4.3.6 Ordine 1.
Sostituendo la 4.39 nella 4.38 otteniamo al primo ordine le seguenti espressioni:
γ̂2φ′′0 = −ζψ′′1 +
²
[γ̂/αF ′(0)²]
F ′′(0)
F ′(0)
ψ0
γ̂(ψ0 − ζφ0) = 4ψ1
(4.43)
dove abbiamo messo γ˜
[αF ′(0)]2²4S
= 4.
Rinominando
1. γ̂φ0 = −h4
2. λF =
4²F ′′(0)/F ′(0)
[γ˜/αF ′(0)²]2
il sistema di equazioni 4.43 si riduce a:
h′′ − h
4γ̂
ζ2 = ζ − λF
γ̂
,
ψ′′1 =
1
4
(
γ̂ +
1
4
ζh
)
ψ1.
(4.44)
Queste equazioni sono equivalenti a quelle riportate nell'articolo [21] dove si
deve prendere il λ −→ 0, in modo da ripristinare il regime che stiamo studiando.
Inﬁne otteniamo il tasso di crescita:
γ˜ = [Γ(1/4)/2piΓ(3/4)]4/5[αF ′(0)∆′2]2/5S−3/5
² = [Γ(1/4)/27/2Γ(3/4)pi]1/5[αF ′(0)]−2/5∆′1/5S−2/5
4.3.7 Isole Magnetiche.
Come giá detto, il Tearing resistivo produce un cambiamento nella topologia
delle linee di campo magnetico. Prima dell'avvio di tale instabilitá le linee
di campo mgnetico vengono ben reappresentate dalla ﬁg. 4.1, dove si assume
una forte e approssimativamante uniforme campo magnetico Bz, aggiunto ad
un giá presente By, che come si puó osservare dalla ﬁgura ha un piano a x =
0 in cui si annulla quest'ultima componente. Dopo l'avvio dell'instabilitá, la
conﬁgurazione di campo magnetico viene deformata, formando nuove superﬁci,
determinate dalla condizione:
dx
dy
=
Bx
By
. (4.45)
Il campo lungo la direzione z rimane invariato nell'evoluzione lineare dell'in-
stabilitá, non essendo coinvolto dalla perturbazione.
Risolvendo l'equazione 4.45, nell'ambito della teoria lineare appena svolta,
possiamo fare le seguenti approssimazioni nei campi magnetici:
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1. By ∼ B′y0x con B′y0 il campo all'equilibrio.
2. Bx = Bxeγt sin(ky) con Bx approssimativamente indipendente da x, den-
tro lo strato resistivo.
Con tali premesse giungiamo al seguente risultato:
1
2
B′y0x
2 =
Bx
k
eγt cos(ky) = cost.. (4.46)
Di seguito riportiamo il graﬁco della 4.46.
Possiamo notare come nella 4.46, per |x| −→ +∞, le linee di campo magne-
tico siano solo leggermente distorte dalla conﬁgurazione mostarta in ??. Co-
munquesia la distorsione cresce sempre piú per valori di |x| −→ 0. La regione
formata da linee chiuse nel campo magnetico sono dette isole magnetiche. La
superﬁcie che separa le linee magnetiche chiuse da quelle aperte si chiama se-
paratrice e corrisponde ad un valore della costante uguale a (Bxk/keγt). La
semi larghezza w dell'isola magnetica é rappresentata dal valore di x per cui la
costante dell'equazione 4.46 assume il valore ky = pi (vedi [23], [24]):
w = 2
(
Bx
kB′y0
)1/2
eγt/2.
Come possiamo notare, la semilarghezza dell'isola magnetica, w, é proporzio-
nale alla radice quadrata della perturbazione Bx, ed ha una crescita esponenziale
nel tempo, dunque divergente. In pratica, gli eﬀetti non lineari limiteranno tale
crescita e inizieranno a divenire importanti quando l'ordine di grandezza di w
diverrá confrontabile con le dimensione della regione resistiva ², come mostrato
da [23].
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Capitolo 5
MHD Resistiva con l'aggiunta
del termine inerziale.
In questo capitolo analizzeremo come un proﬁlo iniziale nellaV0 modiﬁca il tasso
di crescita, sempre attraverso un'anlisi lineare delle equazioni MHD Resistive.
Il nostro interesse sará rivolto a considerare un modello matematico che, per
un dato proﬁlo iniziale nella velocità, determini il tasso di crescita in MHD
resistiva, in cui il termine non ideale, nella legge di Ohm è fornito dal contributo
inerziale. Tutte l'equazioni scritte in precedenza rimangono inalterate con la
sola modiﬁca del termine inerziale nell'equazione di Ohm, che ancora una volta
consente fenomeni di riconnessione, violando gl'invarianti topologici della MHD
Ideale:
E+ v×B = 4pid
2
e
c2
dJ
dt
. (5.1)
Lo studio della riconnessione inerziale fu inizialmente motivato dalla ricerca
di un modello che spiegasse i fenomeni di riconnessione nei plasmi astrﬁsici (come
la coda della magnetosfera terrestre), che per le loro basse densitá (ordine di
grandezza) sono presi come esempio tipico di plasmi non collisionali. Ammettere
che l'inerzia degli elettroni sia il termine dominante a secondo membro nella
equazione di Ohm 2.3, equivale infatti agli ordinamenti:
(
de
L
)2
À S−1
(
de
L
)2
À di
L
β ¿ 1
La prima condizione é generalmente la piú diﬃcile da soddisfare nei plasmi
di laboratorio, in cui le instabilitá resistive di solito sono dominanti. Tuttavia,
in esperimenti ad alte temperature, per alcune delle instabilitá osservate i tassi
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di crescita misurati sono risultati confrontabili con quelli dedotti analiticamente
dal modello non collisionale, vedi ad esempio l'articolo [24].
Prima di esporre i calcoli eseguiti, possiamo notare come sia possibile una
totale generalizzazione dei conti svolti nel precendete capitolo nel caso in cui
all'equazione di Ohm si aggiunga una parte del termine inerziale, ottendo la
seguente:
E+V×B = ηJ+ 4pid
2
e
c2
∂J
∂t
Perturbando si ottiene:
Ê+ V̂×B0 =
(
η +
4piiωd2e
c2
)
Ĵ
A diﬀerenza della resistivitá che é un termine dissipativo, l'inerzia degli
elettroni é un termine reattivo che contribuisce fornendo, per frequenze reali,
una resistivitá complessa (reattanza). In realtá nel caso della riconnessione
iω = −γ, per cui la correzione alla resistivitá é un termine reale:
η′ = η +
4piγ
ω2pe
inoltre anche il coeﬃciente di diﬀusione magnetico viene modiﬁcato:
D =
L2
τR
+ γd2e
dalla quale si vede che l'eﬀetto dell'inerzia degli elettroni é assimilabile a una
diﬀusione con una lunghezza di scala pari alla lunghezza di pelle degli elettroni
e un tempo scala pari al tempo di sviluppo dell'instabilitá τ = γ−1. In generale
abbiamo che L À de e τe À τ per cui non é a priori chiaro quale dei due
termini sia dominante. L'inerzia degli elettroni dominerá se τ ¿ τR (de/L)2, ció
avviene quando la riconnessione procede ad un ritmo suﬃcientemente veloce.
Se siamo in quest'ultimo caso possiamo trascurare la resistivitá e deﬁnire un
tempo τe = τ (L/de)2, dal quale si nota che τe À τ . In questo caso il parametro
piccolo nel caso inerziale é formato dal rapporto τH/τe. I calcoli procedono in
modo completamente analogo al caso resistivo, ottenendo un tasso di crescita:
γ = 0.22
(∆′)2d3e
LτH
(5.2)
Essendo ∆′ ∼ 1
L
il tempo di sviluppo dell'instabilitá si puó sostanzialmente
scrivere come:
τ =
(
de
L
)3
τH
5.1 Tearing con V0 6= 0.
Vogliamo adesso andare a studiare come viene modiﬁcato il tasso di crescita se
introduciamo nell'equazioni di Ohm il termine inerziale e consideriamo anche
un proﬁlo nella velocitá iniziale, ovvero un V0 6= 0. Questa modiﬁca rappresenta
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una schematizzazione alla piú complessa situazione ﬁsica, dove si ha il problema
di capire bene il ruolo delle condizioni iniziali e dei tempi di evoluzione di un
sistema. Il modo di procedere é identico a quello visto nel precedente paragrafo,
quindi introdurremo dell'equazioni, le linearizzeremo, le renderemo adimensio-
nali, in modo tale da avere dei parametri che portano il sistema in esame a
diversi regimi di comportamento. Inﬁne procederemo ad un'analisi perturbati-
va, bilanciando i termini delle equazioni ottenute e discutendone i raccordi ai
vari ordini.
5.1.1 Equazioni di Base.
L'unica diﬀerenza del sistema di equazioni 4.15 riguarda i termini omessi in
precedenza in V0 e l'aggiunta del termine inerziale (4pid2e/c2)∇×J. Riscriviamo
il sistema di equazioni:
∂ρ1
∂t
= −ρ0∇ ·V1 (5.3)
ρ0
{
∂V1
∂t
+ (V0 · ∇)V1 + (V1 · ∇)V0
}
=
−∇P1 + (∇×B0)×B1 + (∇×B1)×B0
(5.4)
∇ ·B1 = 0, ∇ ·V1 = 0 (5.5)
∂B1
∂t
= ∇× (V0 ×B1) +∇× (V1 ×B0)−
4pid2e
c2
{
∂
∂t
(∇×B1) + (V0 · ∇)(∇×B1) + (V1 · ∇)(∇×B0)
} (5.6)
A questo punto scegliendo come prima, un'opportuna conﬁgurazione nel
campo magtnetico di equilibrio ed un proﬁlo iniziale nelle velocitá:
B0(y) = x̂B0x(y).
V0(y) = x̂V0x(y)
otteniamo un sistema di equazioni che, adimensionalizzate assumono la se-
guente espressione per la componente y del campo di velocità:
Legge di Ohm:
(γ + iαG)ψ = iFαW + d2e
{
(γ + iαG)(ψ′′ − α2ψ)− iαF ′′W} (5.7)
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Legge di Eulero:
(γ + iαG)(W ′′ − α2W )− iαG′′W = iFα(ψ′′ − α2ψ)− iαF ′′ψ. (5.8)
Dove abbiamo deﬁnito le seguenti quantità:
ψ =
B1y
B
, W = v1y
vA
, vA =
B√
4piρ
F =
k ·B0
kB
, k =
√
k2y + k2x, µ = y/a
α = ka, γ = iωτH , τR =
4pia2
η
S =
τR
τH
, τH =
√
4piρa
B
G =
k ·V0
kvA
(5.9)
Come prima andiamo possiamo individuare due distinti regimi del sistema,
legati all'ordine di grandezza che assume il parametro (γ˜/αF ′(0)²)2 ed anche il
nuovo termine |G′(0)/F ′(0)|, la cui presenza manifesta l'esistenza di una V0 6=
0. Inoltre stiamo cercando instabilità all'interno di una ben precisa ﬁnestra
temporale, vale anche qui la disuguaglianza 4.37 fra i diversi tempi caratteristici.
5.1.2 Regime very small nella regione interna.
Stiamo considerando lo strato interno, in cui vale l'MHD resistiva. Inoltre il
nome del regime é legato alla deﬁnizione che viene fornita dall'articolo di X. L.
Chen (vedi [19]), in cui si ha una precisa relazione tra i parametri espressi in
precedenza, in formule viene tradotto da:∣∣∣∣G′(0)F ′(0)
∣∣∣∣ < ∣∣∣∣ γ˜αF ′(0)²
∣∣∣∣¿ 1. (5.10)
che traduce matematicamente il fatto d'avere dei campi di velocità, così
piccoli che, i termini inerziali ancora dominano su quelli convettivi. Per cui
quello che in prima analisi ci aspetteremo sarà di ritrovare un ordinamento sul
tasso di crescita simile al caso in cui il V0 = 0, come illustrato a inizio capitolo.
Analogamente a quanto visto prima, ed eseguendo la medesima procedura
di sviluppo di Taylor nelle funzioni F, G intorno a µ = 0, riscriviamo l'equazioni
nella regione interna, con l'aggiunta dei termini inerziali e della funzione G(ζ)
che tiene conto della presenza di shear nella velocitá iniziale.
Prima di fare ció deﬁniamo la seguente quantitá:
W =
G′(0)
F ′(0)
ψ − iφ
(
γ
αF ′(0)²
)
ﬁnalmente giungiamo ad un sistema di equazioni per la regione interna:
Legge di Eulero:
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(
γ
αF ′(0)²
)2
γ̂
{
γ̂ + i
(
G′(0)
F ′(0)
)(
γ
αF ′(0)²
)−1
ζ
}
φ′′ =
−
[
ζ
(
1− G
′′(0)2
F ′(0)2
)
+ i
(
γ
αF ′(0)²
)
G′(0)
F ′(0)
+
1
2
F ′′(0)
F ′(0)
²ζ2
]
ψ′′ +
F ′′(0)
F ′(0)
²ψ +O
(
γ
αF ′(0)²
²
)
.
Legge di Ohm:(
γ
αF ′(0)²
)2{
1 +
i
2
G′′(0)
F ′(0)
(
γ
αF ′(0)²
)−1
²ζ2
}
ψ =
(
γ
αF ′(0)²
)2
[(
i
2
F ′′(0)
F ′(0)
G′(0)
F ′(0)
²ζ2
)(
γ
αF ′(0)²
)−1
ψ +
(
iζ +
i
2
F ′′(0)
F ′(0)
²ζ2
)
φ
]
+
d2e
²2
(
γ
αF ′(0)²
)2
{[
1 + i
G′(0)
F ′(0)
(
γ
αF ′(0)²
)−1
ζ +
i
2
G′′(0)
F ′(0)
(
γ
αF ′(0)²
)−1
²ζ2
]
ψ′′ − i²F
′′(0)
F ′(0)
(
γ
αF ′(0)²
)−1
ψ
}
.
Anche questa volta sfrutteremo la presenza del parametro piccolo:(
γ
αF ′(0)²
)2
fornendo uno sviluppo in serie di potenze per la ψ e φ:
ψ =
+∞∑
n=0
(
γ
αF ′(0)²
)2n
ψn
φ =
+∞∑
n=0
(
γ
αF ′(0)²
)2n
φn
5.1.3 Ordine 0.
Nel ricavare l'equazioni bisogna andare a bilanciare i termini che compaiono
nei due lati dell'espressione di Eulero ed Ohm. Procederemo prima eseguento
un dato ordinamento e successivamente faremo vedere che ne esistono altri ma
conducono contraddizioni con le loro ipotesi.
Da Eulero otteniamo che l'unico termine a sopravvivere all'ordine 0 è:
ζ
(
1− G
′′(0)2
F ′(0)2
)
ψ′′0 = 0 =⇒ ψ0 = C0 + C1ζ
Per le stesse ragioni viste nel capitolo precedente poniamo ψ0 = C0 (ordi-
namento costant psi). A questo punto non resta che andare a ricavare da Ohm
il resto delle incognite. Anche qui abbiamo bisogno di ipotesi sull'ordinamento
visto che entrano parametri del tipo:
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• d
2
e
²2
(
γ
αF ′(0)²
)2
• ²
(
γ
αF ′(0)²
)−1
5.1.4 Ordine 1.
Andando a sostituire i precedenti sviluppi in serie nel sistema di equazioni
poc'anzi scritto per la regione interna, otteniamo:

γ̂
[
γ̂ + i
(
Ĝ′(0)
F ′(0)
)
ζ
]
φ′′0 = −ζ
(
1− G
′′(0)2
F ′(0)2
)
ψ′′1 +
²
(γ̂/²)2
F ′′(0)
F ′(0)
ψ0
γ̂ (ψ0 − φ0ζ) =
[
γ̂ + i
(
Ĝ′(0)
F ′(0)
)
ζ
]
ψ′′1
(5.11)
dove le notazioni usate indicano:
• γ = γ˜γ̂.
• γ˜ costituisce l'ordine di grandezza.
• γ̂ rappresenta un O(1).
•
(
G′(0)
F ′(0)
)
=
˜(G′(0)
F ′(0)
) ̂(G′(0)
F ′(0)
)
•
˜(G′(0)
F ′(0)
)
costituisce l'ordine di grandezza.
•
̂(G′(0)
F ′(0)
)
rappresenta un O(1).
Osservazione: Per ottenre il sistema di equazioni 5.11 abbiamo ipotizzato il
seguente ordinamento:
• Da Ohm deriva d
2
e
²2
(
γ
αF ′(0)²
)2
= 1 e ²
(
γ
αF ′(0)²
)−1
¿ 1
• Da Eulero deriva ²
(
γ
αF ′(0)²
)2
∼ 1
Da quanto scritto si ricava subito una relazione per il tasso di crescita e la
larghezza dello strato limite ²:
γ ∼ d3e
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² ∼ d2e
Un'interessante controllo che possiamo eseguire sulla correttezza delle equa-
zioni scritte, consiste nel prendere il limite per V0 −→ 0, che si traduce con G =
0 e vedere di ritrovare l'equazioni per il Tearing scritte nel precedente capitolo,
con l'accortezza di un termine aggiuntivo legato all'inerzia degli elettroni. Il
tasso di crescita risulterà 5.2.
A questo punto non resta che risolvere il sistema sopra. Esplicitando dalla
seconda ψ′′1 e sostituendolo nella prima otteniamo un'equazione per φ0:
φ′′0 +
ζ2(1−G(0)′′2/F (0)′2)(
̂G′(0)/F ′(0)
)2 1(ζ − ζ0)2φ0+i ²
(γ̂/²)2
F (0)′′
F (0)′
1
γ̂
1
(ζ − ζ0) −
ζ(1−G(0)′′2/F (0)′2)(
̂G′(0)/F ′(0)
)2 1(ζ − ζ0)2
ψ0 = 0
.
Senmpliﬁcando un po' la notazione otteniamo la seguente forma normale:
φ′′0 +A
ζ2
(ζ − ζ0)2φ0 +
[
B
i
(ζ − ζ0) −A
ζ
(ζ − ζ0)2
]
ψ0 = 0. (5.12)
dove i simboli usati hanno il seguente signiﬁcato:
A =
(1−G(0)′′2/F (0)′2)(
̂G′(0)/F ′(0)
)2 .
B =
²
(γ̂/²)2
F (0)′′
F (0)′
1
γ̂
.
ζ0 = iγ̂
̂(G′(0)
F ′(0)
)−1
.
5.1.5 Discussione singolaritá.
Come possiamo notare l'equanzione 5.12 presenta la classica struttura delle
equazioni diﬀerenziali appartenenti alla Classe di Fuchs, dove si ha una sin-
golaritá in ζ0. L'analisi completa della 5.12 puó essere condotta fornendo le
condizioni al contorno ed utilizzando sviluppi in serie di potenze in (ζ − ζ0) sia
dei coeﬃcienti che della φ0. Per ulteriori dettagli vedi [22].
Le condizioni al contorno, nel nostro caso, sono fornite dal raccordo che
dobbiamo avere fra la soluzione interna e quella esterna delle funzioni φ e ψ,
fatte ordine per ordine. Per cui nel caso di φ0 dobbiamo avere che:
lim
|ζ|−→+∞
φ0 = 0
Imposta dalle condizioni di raccordo. La regione in cui m'interessa conoscere
il comportamento della soluzione interna è quella per |ζ| À 1, che possiamo
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tradurre come |ζ| −→ +∞. Quest'ultimo fatto ci porta ad uno studio asintotico
della 5.12, la cui parte omogenea associata risulta essere:
φ′′0 +Aφ0 = 0.
Appare evidente il comportamento oscillante di φ0, dunque non è possibile
raccordarla a meno di porre le costanti moltiplicative della soluzione uguali a
0. Ció che rimane é la soluzione particolare che possiamo ricavare bilanciando i
termini:
φ0 ∼ 1
ζ
(
A− iB
A
)
+ · · ·
A posteriori notiamo la consistenza del bilanciamento introducendo la solu-
zione asintotica così ottenuta nella 5.12.
5.1.6 Bilanciamenti errati.
A prima vista uno potrebbe pensare che la soluzione ottenuta sia frutto di una
scelta arbitraria nell'ordinamento dei termini delle equazioni. Proviamo adesso
a vedere che cosa succede se scegliamo di imporre altri ordinamenti.
• Primo Caso con ²
(
γ
αF ′(0)²
)−1
∼ 1
 se inoltre d
2
e
²2
(
γ
αF ′(0)²
)2
=⇒ de ∼ 1 dunque inconsistente con i va-
lori di de.
 d
2
e
²2
(
γ
αF ′(0)²
)2
¿
(
γ
αF ′(0)²
)2
non va bene perchè troviamo una
soluzione ideali che è divergente.
 d
2
e
²2
(
γ
αF ′(0)²
)2
∼
(
γ
αF ′(0)²
)2
=⇒ de ∼ ² porta ad una
inconsistenza nelle condizioni di raccordo con φ0 ∼ ψ0ζ divergente
per |ζ| −→ +∞.
• Secondo Caso con ²
(
γ
αF ′(0)²
)−1
À 1
 d
2
e
²2
∼ 1 anche in questo caso otteniamo che ψ0 deve soddisfare con-
temporaneamente due diverse equazioni diﬀerenziali che con le con-
dizioni imposte dalla regione esterna non permettono di trovare una
soluzione.
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 d
2
e
²2
¿ 1 ottengo ancora una volta delle equazioni che si riducono a
quelle di MHD ideale con soluzione divergente.
 d
2
e
²2
À 1 otteniamo all'ordine 0 due equazioni diﬀerenziali
per la stessa funzione ψ0, da cui l'incompatibilità.
5.1.7 Calcolo γˆ.
Per concludere il calcolo del tasso di crescita γ abbiamo bisogno di trovare il
γ̂. Procederemo in modo analogo a quanto riportato nell'articolo [21] ( vedi le
equazioni 4 e 5 del rispettivo articolo). Riscriviamo la seconda equazione del
sistema 5.11:
ψ′′1 + ψ0
ζ∗
ζ − ζ∗ − φ0ζ
∗ ζ
ζ − ζ∗ (5.13)
dove abbiamo
ζ∗ = iγ̂
̂(G′(0)
F ′(0)
)−1
.
Andando ad integrare da −∞ a +∞ nella variabile ζ la 5.13, otteniamo tre
contributi:
1. ψ′1
∣∣+∞−∞ def= ∆′ψ0.
2. I1 = ψ0
∫ +∞
−∞
1
ζ − ζ∗ dζ.
3. I2 = −ζ∗
∫ +∞
−∞
φ0(ζ)
ζ
ζ − ζ∗ dζ.
4. (1) + (2) + (3) = 0.
A questo punto, per calcoare il terzo contributo mediante il teorema dei resi-
dui (vedi [29]), abbiamo bisogno di trovare il comportamento della φ0 nel punto
del piano complesso ζ = ζ0. Procederemo prima riscrivendo l'equazione 5.12 in
una forma diversa e successivamente andando ad eseguire un cambiamento di
variabile che ci dirà che tipo di eventuali singolarità possiamo avere.
(ζ − ζ0)2 d
2
dζ2
= (ζ − ζ0) d
dζ
[(ζ − ζ0) d
dζ
]− (ζ − ζ0) d
dζ
ponendo poi (ζ − ζ0) = z e ln z = y:
d2φ0
dy2
− dφ0
dy
+A(ey + ζ0)2φ0 + iBeyψ0 −A(ey + ζ0)ψ0 (5.14)
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Prendendo nell'equazione 5.14 il limite per z−→ 0 che nella nuova variabile
risulta y −→ −∞, segue:
d2φ0
dy2
− dφ0
dy
+Aζ20φ0 = Aζ0ψ0 (5.15)
La soluzione che ottengo della 5.15 é la somma di una soluzione associata
all'omogenea ed una alla particolare. L'omogenea è nulla perché darebbe all'in-
ﬁnito contributi oscillanti che non si possono raccordare per cui si pongono a
zero i coeﬃcienti moltiplicativi. Rimaniaqmo con una particolare che troviamo
subito essere:
φ0 =
ψ0
ζ0
Riunendo tutti i risultati ottenuti possiamo valutare gl'integrali utilizzando
il teorema dei residui e aggirando la sngolaritá nel piano complesso in modo da
ottenre un'integrale diverso da zero. Procediamo alla valutazione degl'integrali:
I1 = ipiψ0
I2 =
pii
ζ0
− 2piiψ0
ζ0
Riundendo i calcoli svolti possiamo andare ad esplicitare il γ̂:
γ̂ = pi
̂(G′(0)
F ′(0)
)(
2ψ0 − 1
pii+∆′ψ0
)
(5.16)
A questo punto per ottenere il completo valore del tasso di crescita mol-
tiplichiamo γ̂ per γ˜, secondo quanto riportato nella deﬁnizione di pagina 38,
otteniamo:
γ ∼ pi
̂(G′(0)
F ′(0)
)(
2ψ0 − 1
pii+∆′ψ0
)
d3e. (5.17)
Capitolo 6
Conclusioni.
I risultati ottenuti dal modello sviluppato in questa tesi non hanno la pretesa
di fornire un risultato deﬁnitivo ma bensí cercare di sviluppare un primissimo
approccio al fenomeno di riconnessione magnetica in un plasma in cui si ha un
proﬁlo nel campo di velocitá iniziale e di gettare le basi per uno sviluppo piú
raﬃnato del modello. Si rendono quindi ancor di piú necessari confronti con
simulazioni numeriche che hanno la duplice funzione di mostrare in primo luogo
se la ﬁsica del problema risulta ben sintetizzabile dai parametri che abbiamo
tratto dal modello oppure se si deve inserire qualche altro ingrediente ﬁsico. In
secondo luogo se sia piú opportuno usare un altro modo d'interpretare la ﬁsica
nello strato resistivo. Quest'ultima aﬀermazione deriva dalla dimensione carat-
teristica che abbiamo ottenuto (² ∼ d2e), che risulta essere piccola se confrontata
con la lunghezza caratteristica del modello. Un altro futuro sviluppo potrebbe
essere lo studio dei tassi di crescita in regimi in cui G(0)/F (0) ∼ O(1), dato che
ben rappresenta molto situazioni ﬁsiche.
45
46 CAPITOLO 6. CONCLUSIONI.
Bibliograﬁa
[1] Landau, Elettrodynamics of continuous media vol 8, Pergamon Press.
[2] Krall, Principles of Plasm Physics pag.84.
[3] Tesi Del Sarto.
[4] Klimontovich, Kinetic theory of nonideal gases and nonideal plasmas.
[5] Landau, Fluid mechanics vol 6 pag., Pergamon Press.
[6] T.Tajima, K. Shibata Plasma Astrophysics.
[7] Chandrasekhar, Hydrodynamic and Hydromagnetic Stability.
[8] Renato Gatto, Dispense scaricabili all'indirizzo
http://scratch.roma2.infn.it/Gatto/FisicaP lasmi/.
[9] R. C. Grimm, J. M. Greene and J. L. Johnson, in Methods in Computa-
tional Physics, Vol. 16, ed. J . Killeen (Academic Press, New York, 1976)
p. 253.
[10] Heifetz, D. post, M. Petravic, J . Weisheit and G. Bateman, J. Comput.
Phys. 46, 309 (1982).
[11] L. Degtyarev e t al, Comput. Phys. Commun. 103, 10 (1997).
[12] C. Z. Cheng, Phys. Rep. 211, 1 (1992).
[13] A. Bondeson, G. Vlad and H. Liitjens, Phys. Fluids B 4 , 1889 (1992).
[14] The Astrophysics Journal, 610:1107-1116, 2004 August 1.
[15] T. K. M. Nakamura, M. Fujimoto, and A. Otto Geophysical Research
Letters, Vol. 33, L14106, doi:10.1029/2006GL026318, (2006).
[16] Y. Matsumoto and M. Hoshino Journal of Geophysical Research, Vol.
111, A05213, doi:10.1029/2004JA010988, (2006).
[17] NonLinear Magnetohydrodynamics.
[18] Magnetic Reconnection: MHD Theory and Applications.
[19] X. L. Chen and P. J: Morrison Phys. FLUIDS B 2(3) (1990).
[20] The Physics Of Fluids, Vol.6, Number 4, April (1963).
47
48 BIBLIOGRAFIA
[21] R.B Paris and W. N-C Sy, Phys. FLUIDS 26, 2966 (1983).
[22] Carl M. Bender Steven A. Orszag, Advanced Mathematical Methods for
Scientists and Engineers.
[23] R.B White Reviews of Modern Physics, Vol 58, No. 1 January (1986).
[24] Goldston, Robert J.- Rutherford, Paul H.- Introduction to plasma
physics, Bristol ; Philadelphia : Institute of Physics, c1995.
[23] P. H. Rutherford Physics of Fluids Vol. 16 (1903).
[24] M.Ottaviani, F.Porcelli Phys. Rew. Lett. 71, 23 (1993)
[25] Sckopke, N. ; Paschmann, G. ; Haerendel, G. ; Sonnerup, B.U.O. ; Bame,
S.J. ; Forbes, T.G. ; Hones, E.W. Jr. ; Russell, C.T. Journal Geophys.
Res. ; Vol/Issue:86:A4, OSTI ID: 6195185, 1981 Apr 01,
[26] D. H. Fairﬁeld, A. Otto, T. Mukai, S. Kokubun, R. P. Lepping, J. T.
Steinberg, A. J. Lazarus, T. Yamamoto Journal of Geophysicaly Research,
Vol. 105, NO. A9, pages 21,159-21,174, 2000
[27] Sonnerup, B.U.O. ; Paschmann, G. ; Papamastorakis, I. ; Sckopke, N. ;
Haerendel, G. ; Bame, S.J. ; Asbridge, J.R. ; Gosling, J.T. ; Russell, C.T.
Journal of Geophysicaly Research, Vol/Issue: 86:A12, OSTI ID: 5866716,
1981 Nov 01
[28] Ogilvie, K.W. ; Fitzenreiter, R. J. Journal of Geophysical Research ;
Vol/Issue: 94:A11, OSTI ID: 6990785, 1989 Nov 01.
[29] Cicogna, Metodi Matematici della Fisica.
